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1. Pe multimea G =(1,+) se introduce legea * definita astfel:

x*y=\/x2y2 —x>—y*+2, pentru orice x,yeG.
a) (1p) Aratati ca * este lege de compozitie interna;
b) (4p) Aratati ca (G,*) este grup abelian;

¢) (2p) Determinati numerele reale a si b astfel incat functia f/: R’ — G, datd prin f (x) =+vax+b, sa
fie izomorfism de la grupul (R’;,-) la grupul (G, *).

Solutie: a) \/xzy2 X =y +2>lex’y’ - X -y +2>1s (xz —1)(y2 —1) >0, adevarat deoarece
x>1 si y>1. Asadar, pentru orice x,y € G = x*y e G, deci * este lege de compozitie interna.
b) Se verifica, prin calcul imediat, cd x* y = y*x, pentru orice x,y € G, adica legea * este

comutativa.
Se verifica, prin calcul, ca (x*y)*z=x*(y*z), pentru orice x,y,ze G, adicd legea * este

asociativa.
Se aratd cd existd ee G astfel Incat x*e=e*x=x, pentru orice x € G. Din comutativitate

rezultd cd x*e=e*x, pentru orice xe(G, iar din x*e=x, pentru orice xe€(G, rezultd ca

Jx¥?e* —x* - +2 =x. Prin ridicare la pitrat si efectuand calculele aferente vom gdsi ca
e -x'-f+2=x < (x2 —1)(e2 —2) =0. Deoarece x > 1, rezultd ci e = ++/2 . Convine doar e =+/2

Adica legea admite ca element neutru pe e = V2.
Pentru orice x€ G se aratd ca existd x € G astfel incat x*x =x *x=e. Din comutativitate

C R L 2 "2 C g .
rezultd cd x*x =x *x,iardin x *x =e rezultd ca \/(x) x’ —(x) — x> +2 =e. Prin ridicare la pitrat si

X

xz—l.

.o N\ 2 - o '
efectuand calculele aferente vom gasi ca (x) (x2 —1) =x". Deoarece x>1, rezultd ci x ==+

. . .. : . N , X
Convine doar x = . Adicd legea admite ca elemente simetrizabile, numerele de formax = \/2_
x -1

x* =1

¢) Din faptul cd f este izomorfism rezulta ca f* este morfism si bijectie.
f este morfism de la grupul (R’;,-) la grupul (G, *) daca si numai daca (1) f(xy)=f(x)*f(»)

pentru orice x,y € G. Relatia (1) < Jaxy +b = \/(ax+b)(ay+b)—(ax+b)—(ay+b)+2 . Prin ridicare

la patrat si efectuand calculele aferente vom gisi ¢ axy+b=a’xy+ (ab - a) x+ (ab - a) y+b*—2b+2.



Din identificarea coeficientilor nedeterminati va rezulta cd a=»b=1. Rezultd ca f (x)lex+1. Se

verifica imediat ca f este bijectie.

Barem

a) Verificare * este lege de compozitie interna Ip
b) Verificare asociativitate 1p
Verificare comutativitate Ip
Determina elementul neutru e = \/5 1p
Determini elementele simetrizabile x = \/f_ , pentru orice x € G Ip

x =1

¢) f este morfism de la grupul (R’;, ) la grupul (G,*) daca si numai daci (1)
f(xv)= f(x)* f(y)pentru orice x,y e G. Relatia (1) < Ip
\/axy+b = \/(ax+b)(ay+b)—(ax+b)—(ay+b)+2 . De unde vom gasi ca

axy+b = azxy+(ab—a)x+(ab—a)y+b2 —-2b+2.

Gaseste a =b =1 si verificd f este bijectie Ip

0 1 0
2. Se considerd matricea A= 0 0 -1 | simultimea H = {A”, ne N*} cM,(R).
-1 0 0

a) (2p) Determinati multimea H ;
b) (2p) Ardtati ca H este parte stabild a lui M, (R) in raport cu inmultirea matricelor;

¢) (3p) Determinati numerele naturale » si x cu proprietatea cd 4" = x/,.

0O 0 -1
Solutie: a) Se determind A°={1 0 0 |si A =1, .Deci H :{A,AZ,IS}.
0O -1 O

b) Prin calcul direct, se aratd cd produsul a oricaror doud matrice din multimea H este tot o
matrice din H . Asadar, H este parte stabila a lui M, (R) in raport cu inmultirea matricelor.

¢) Pentru n=1, relatia A" =x/; devine 4= x/; care nu e verificatd. Pentru n=2, relatia
. . 2 . - . . .
A" =xI, devine si A° =xI; care nu e verificatd. Pentru n =3, relatia 4" =x/, devine si I, = x/; care
este verificata doar cand x =1.

Barem
0 0 -1 Ip
a) A°=[1 0 0 |sid=I
0 -1 0
H={4,41
(4.4°.1) L




b) se arata ca produsul a oricdror doud matrice din multimea H este tot o matrice din 2p
H . Asadar, H este parte stabild a lui M, (]R) in raport cu inmultirea matricelor
¢) Pentru n=1, relatia 4" = x/, devine 4 = x/, care nu e verificata. 1p
Pentru n =2, relatia A" =xI, devine si A4° =xI, care nu e verificata. Ip
Pentru n =3, relatia 4" = x/, devine si I, = x/, care este verificata doar cand x=1. Ip

3. a) (3p) Aratati ca existd numerele reale msi n astfel incat functia f :]R\{—Z} — R, data prin

S (%)=

x2
(x+2)2

2 x
b) (4p) Calculati I()C—ezdx ,unde x € (—2,+x).

mx+n
x+2

sd verifice relatia f'(x)+ /" (x)=

pentru orice x € R\{-2};

x+2)
Solutie: a) f'(x)=2m—_nz. Atunci  f(x)+ f (x)= x’ 2@mx+n+2m—n2: X -
(x+2) (x+2) X+2 (x+2)  (x+2)
mx2+(2m+n)x+2m+n<:>{m:12.
n=—

I H:f ]e"dx = J‘f(X)ede‘l-J.f' (x)exdx = jf(x)exderf(x)ex

X _ x _ 2 x
—jf(x)e dx—f(x)e +C—x+2e +C.
Barem
a) f'(x)=(2;jr—_2;12,unde x €(=2,+x) I
, x? mx+n 2m-—n x? )
f(x)+f(x)—(x+2)2 = 7 +(x+2)2 _(x+2)2 < mx’ +(2m+n)x+2m+n Ip
{mzl
= Ip
n=-2
. L _x=2
b) din a) rezulti ci f(x)—x+2 1p
I o= [/ ()4 S (x)Jerde =
Ip
_jfx)edx+jf (x)edx = Ifx)edx+f e—jfx)edx— 1o
=f(x)ex+C=i;§ex+C Ip




2* ,x<0
\/;+1, x>0

a) (2p) Ardtati ca f admite primitive pe multimea numerelor reale;

lnamcmegjfuﬁm

4. 4. Se considera functia / : R — R data prin f(x) :{

22025 _ 1
2025

1
¢) (2p) Folosind eventual inegalitatea /x > x, Vx e [0,1], aratati c& j £ (x)dx >

Solutie: a) Se aratd cad f este functie continud pe multimea numerelor reale, deci f admite primitive
pe multimea numerelor reale.

4 0 ) 4 78
b) :[‘f(x)dx=:[‘2'dx+f(\/;+l)dx i 274+ xf|0+x|0 . ?
L ! 2024 L 22025 -1
o) | £ (x X +1 )" dx =
R (e (O
Barem
a) Aratd cd [ este functie continud pe R, deci f admite primitive pe R 2p
4 2p
b) If dx J.2"dx+j( x+1) :—|_4+ X\/_’o +x|o
4
__b 28 Ip
16In2 3
1 1 1
1
c) J.f2024 (x)dxzj.(\/;+1)2024 dxzj(x+1)2024 dx = P
22025 1 0 0 1p
2025

Notd: Orice alta solutie corecta se va puncta corespunzator.



